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CHAPITRE 06 FONCTION EXPONENTIELLE. EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

1 Vers une nouvelle fonction

Approche historique : probléme de la radioactivité puis probléme de Leibniz
Résolution via la méthode d’Euler

Théoréme-Définition : Il existe une unique fonction f, définie et dérivable sur R, telle que pour tout = € R, on

ait : f'(z) = f(z) et f(0) = 1.

Cette fonction est appelée fonction exponentielle, elle est notée exp : x — exp(x)

On va d’abord prouver le lemme suivant, :

Lemme fondamental : Soit f une fonction définie et dérivable telle que pour tout « € R, on ait : f/(x) = f(z) et

£(0) = 1.

Alors pour tout > 0,on a: f(z) >0

Preuve du lemme : Soit ¢ : = — f(z)f(—x).

¢ est définie et dérivable sur R. On a : ¢'(z) = f/(x)f(—z) — f(z)f'(—z) = f(z)f(—z) — f(z)f(—x) = 0.

Donc la fonction ¢ est constante. Soit k cette constante. On a pour tout z € R, ¢(z) = k. En particulier, ¢(0) = (f(0))* =
1,dou: k=1.

Donc f(—z)f(xz) =1 et donc f ne s’annule pas sur R.

Supposons qu’il existe zgtel que f(zo) < 0.

Comme f est continue sur R, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires il existe ¢ compris :

— entre 0 et xg si xg >0

— entre xg et 0 si xg <0
tel que f(c) = 0. Ce qui améne dans tous les cas & une contradiction, f ne s’annulant pas.

Donc pour tout € R, on a: f(x) > 0.

Preuve du théoréme : On admet ’existence.
Prouvons l'unicité. Supposons qu’il existe deux fonctions f; et fy telles que pour tout x € R, on a : fi{(z) = fi(z) et

f1(0) = Tet f3(x) = faz) et f2(0) = 1.

D’aprés le lemme, ces deux fonctions ne s’annulent pas pour tout x € R.

On pose : ¢ : x — ;1 Ez; 1 est définie et dérivable sur R, comme quotient de deux fonctions définies et dérivables sur R
2(X

et ne s’annulant pas sur R.

Ona:v'(z) = M@ h@) = H@)AE) _ A@)FE) - HE)hE) = 0, donc % est une constante, notée A. Or, ¥(0) = 1,

(fa())? (fa())?
d’ott pour tout z € R, on a : ¢(x) =1 et donc pour tout x € R, on a : fi(x) = fa(x).
D’ot 'unicité.

Remarque : On a prouvé au passage grace au lemme que pour tout x € R, on a :
o exp(z) >0

o exp(—z) =

exp(z)

‘Théoréme : Pour tous réels a et b, on a : exp(a + b) = exp(a) x exp(b)

Preuve : Comme la fonction exp ne s’annule pas, on pose pour z € R : v(x) = f(;’(Jr)a), avec f = exp. v est définie et
a
dérivable sur /R.
Viz) = [z ta) = f+a) = v(z). De plus : v(0) = 1. Donc, d’aprés le premier théoréme on a v = exp
f(a) f(a)
D’oupour z € R: f(;:(:)a) = exp(x) et donc exp(z+a) = exp(a) exp(z) et la relation du théoréme en remplagant = par b.
i ) exp(a)
Propriété : Pour tous réels a et b, on a : exp(a — b) =
— exp(b)




Propriété : Pour tout réel a et tout entier n € Z, on a : exp(na) = (exp(a))”

Preuve : On va tout d’abord établir le résultat par récurrence sur n € N. On note P,, la proposition exp(na) = (exp(a))”
Pour n = 0, exp(0 x a) = 1 et (exp(a))’ = 1, donc Py est vraie.

On suppose que P, est vraie.

Montrons que P,, 1 est encore vraie. On a :

exp((n + 1)a) = exp(na + a) = exp(na) exp(a) = (exp(a))” x exp(a) = (exp(a))
Donc P,,4+1 est vraie.

Et donc pour tout n € N, P,, est vraie.

Soit n € Z\N, on pose n’ = —n. n’ € N.

n+1

1 )
exp(na) = exp(—n'a) = exp(n/a) (@) = (exp(a))”" = (exp(a))” et donc P, est vraie pour tout n € Z.0J

Nouvelle notation : On note e le nombre exp(1). Ce nombre s’appelle le nombre d’Euler. On retiendra que c’est
un nombre irrationnel et que 'on a e ~ 2, 718.

Pour tout entier n € Z, on a : exp(n) = exp(n x 1) = (exp(1))" = e™.

Par extension a R, on note, pour tout = € R : exp(z) = e”.

Ainsi on peut réécrire les propriétés de I’exponentielle avec cette nouvelle notation :

Résumé :

0 _ 1_ 1
oce’ =1, o e =e, e

e
Pour tous réels a et b, on a :
a
o et = e¢b, 0 e — i 0 e0—b — e o pour tout n € Z, e™*
ea’ eb’ (ea)’n

2 Etude de la fonction exponentielle

‘Théoréme : La fonction exponentielle est strictement croissante sur R

Preuve : On a pour tout z € R : exp’ z = expx et expx > 0, donc la fonction exponentielle est strictement croissante sur

Corollaire : Soit a et b deux réels.
(i) a < b équivaut a e < €°
(ii) @ = b équivaut & e® = b

Preuve : (i) C’est une traduction de la stricte croissance

(i) Si @ = b, alors e = ¢®, par traduction de la stricte croissance.

En partant de e* = e,

o si on suppose que a < b, alors e® < e? d’aprés la stricte croissance, contradiction

o si on suppose que a > b, alors e® > e? d’aprés la stricte croissance, contradiction
donc a = b.

Conséquence :e” < 1 équivaut & = < 0.

m e =4occet lim e* =0

Propriété : li
——z—+ T—r—00

Preuve : On pose g(z) = e — z. g est définie et dérivable sur R et ¢'(z) =e® — 1 et donc ¢'(z) > 0ssie* > 1ssix >0 .
Donc pour = > 0, g est croissante et donc g(z) > ¢(0) pour = > 0, ou encore g(z) > 1 > 0. Donc pour > 0, on a e* > x.
Or lim z=+4o00,dou lim e*=+4cc.

r—r+00 r—+00
1 1
Onpose X = —z.0nae®* =e X =—.0r lim X =+4oo,dou: lim eX = +4o0 et par suite lim — = 0. Dot :
eX T——00 T——00 0o eX
lim e* =0.
Tr—r— 00
Tableau de variation :
—oo 0 oo
Signe de exp'(x) + 1 +

Variationsde exp /’/ 1 _'_,.-""'




Courbe représentative de = +— e* :

Propriété :Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I .

Alors la fonction exp ou est dérivable sur I et (exp ou), (z) = o' (z)e*(®),

Preuve : On applique le théoréme sur la dérivation des fonctions composées.

Propriété :
i ; e’ _ o (ii) lim ze* =0 . -1
o (i) xkr}rloo = 400 it o (iii) $grfloo = 1

2
Preuve : (i) On pose : ¢(z) = e* — % ¢ est définie et dérivable sur R. On a : ¢/(x) = €* — z. On sait que pour x > 0,

e* >z, d’ou : ¢'(x) > 0 pour z > 0 et donc ¢ est strictement croissante sur R™.
2 x
e

D’ot pour = > 0 : ¢(x) > ¢(0) =1 > 0 et donc : e* > - > ce qui équivaut encore & — > 3
T z v
Donc comme lim — =+oo,ona: lim — = +oo.
x—+o00 2 r—+oco T
X 1
(i) On pose X = -z . On a : ze* = —Xe X = -~ =—x
e e
X
. e . . 1 .
Or lim X =+4ooet lim — = +o0 et parsuite lim —— =0.D0u: lim ze” =0.
T——00 X —+oo X—+o0 e T——00

(iil) f : x — e est définie et dérivable sur R, et donc en particulier en 0.

f(x) = f(0) _e"—1

Donc le taux de variation en 0, 0 = admet une limite en 0, correspondant au nombre dérivé en 0.
Xr — xr
e’ —1
= f(0)=e" = 1.
x

D’ou :lim
x—0

Approximation affine au voisinage de 0 de h > e’ :

Pour h voisin de 0, on a : e =1+ h + he(h) avec }lzir% e(h) =0.
—

h—1 el —1 .
— 1. Comme lim =1,ona: lime(h) =0.
h h—0 h—0

D’ott pour h proche de 0, " — 1 = h + he(h) ou encore : e" =1+ h + he(h) avec }llin%) e(h) =0.
—

e

Preuve :Pour h # 0, on pose ¢(h) =
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