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Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type | — co; a]. Par
définition : lim f(z) = —ocosi lim —f(x) =400
r——00 T——00

FICHE DE REVISION LIMITES DE FONCTIONS. CONTINUITE.

1 Limites

Définitions

1.1.1 En Pinfini

1.1.1.1 Limite infinie en Pinfini

Définition : Soit f une fonction définie
sur un intervalle du type [a ;+oc0[. On f

dit que f admet pour limite 400 en +o00 T
si pour tout nombre fixé & 'avance et Y
aussi grand que I’on veut, f (z) est su- Jix) /
périeure & ce nombre dés que x est suf- ; x,p--*‘
fisamment grand. A ____f;.f___
Autrement dit, pour tout réel A, il existe /1
xo tel que pour tout x > =z, on a : A
F(a) > A. A
On note alors : 3 E

. d : |

lim f(z) = —+o00 —
z—+00 1 o x

Figure 1: lim f(z) =+o0

Tr—r—+00

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type [a ;+oo[. Par
définition : lim f(z) = —ocosi lim —f(x) = +o0
r—r+400 r—r+00

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type | — co; a]. On dit
que [ admet pour limite +00 en —oo si pour tout nombre fixé a avance et aussi
grand que l'on veut, f (x) est supérieure a ce nombre dés que x est suffisamment
négativement grand.

Autrement dit, pour tout réel A, il existe zy tel que pour tout x < xg, on a :
f(2) > A.

On note alors : lim f(x) = +o0.
Tr—r—00

1.1.1.2 Limite finie en ’infini

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type [a ; +oo[. On dit
que f admet pour limite 0 en 400 si pour tout nombre fixé a I'avance et aussi
petit que 'on veut, |f (z)| est inférieure a ce nombre dés que z est suffisamment

grand.
Autrement dit, pour tout réel e, il existe xy tel que pour tout & > g, on a :
|f(@)] <e
On note alors : lim f(z)=0.
r—r+00

Deéfinition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type [a ; +oo[. On dit
que f admet pour limite [ en 400 si f(x) — [ a pour limite 0 en 400

On note alors : mglfoo flx)y=1.
_A i
d a i
- : '
i X x

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type ] — co; a]. On dit
que f admet pour limite 0 en —oo si pour tout nombre fixé a 'avance et aussi
petit que 'on veut, |f (z)| est inférieure a ce nombre dés que x est suffisamment
négativement grand.

Autrement dit, pour tout réel e, il existe xy tel que pour tout x < xzg, on a :
@) <e.

On note alors : lim f(z)=0.
T—r—00




Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type | — co; a. On dit
que f admet pour limite [ en —oo si f(x) — [ a pour limite 0 en —oo
On note alors : lim f(z)=1.

r—r—00

1.1.2 Limite en a

1.1.2.1 Limite infinie en a

Remarque : On ne se pose la question que dans le cas ou la fonction n’est pas définie
en a. Autrement dit a est une borne du domaine de définition de la fonction. On se place
alors toujours du méme coté.

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type Ja; b]. On dit
que f admet pour limite +oo (respectivement —oco) en a par valeurs supérieures
si pour tout nombre fixé & I’avance et aussi grand (respectivement négativement
grand) que 'on veut, f (x) est supérieure (respectivement inférieure) a ce nombre
dés que x est suffisamment proche de a par valeur supérieure.

On note alors : lim  f(z) = 400 (respectivement lim  f(z) = —o0)
Tr —a Tr —a
T >a T >a

lim  f(z) = +o0
T —a
x>a

[

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type [b; ;al. On dit
que f admet pour limite +oco (respectivement —oo) en a par valeurs inférieures
si pour tout nombre fixé & I’avance et aussi grand (respectivement négativement
grand) que 'on veut, [ (x) est supérieure (respectivement inférieure) a ce nombre
dés que x est suffisamment proche de a par valeur inférieure.

On note alors : lim  f(z) = 400 (respectivement lim  f(z) = —)
Tr —a Tr —a
r<a r<a

Asymptote verticale : La droite d’équation z = k est asymptote verticale & la courbe,
si f n’est pas définie en k et si f admet une limite infinie en k (par valeurs supérieures ou
inférieures)

1.1.2.2 Limite finie en «
Remarque : On ne se pose la question que dans les cas suivants pour une fonction f et
un réel a :
— soit f n’est pas définie en a mais ou a est une borne du domaine de définition de f.
On se place alors toujours du méme coté de a.
— soit f est définie en a.

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type ]b; ;c[. Soit a un
élement de ]b; ¢[, éventuellement I'une de ses bornes (dans ce cas on précisera si
Pon tend par valeurs supérieures ou inférieures).

On dit que f admet pour limite 0 en a (éventuellement par valeurs inférieures ou
supérieures) si pour tout nombre fixé & I’avance et aussi petit que 'on veut, |f (z)]
est inférieure & ce nombre dés que x est suffisamment proche de a tout en restant

dans |b; ;[ .
On note alors :lim f(z) = 0 (éventuellement lim  f(z) = 0 ou
ra T —a
r<a
lim  f(z)=0)
r—a
Tr>a

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type ]b; ;c[. Soit a un
élement de ]b; [, éventuellement I'une de ses bornes (dans ce cas on précisera si
Pon tend par valeurs supérieures ou inférieures).

On dit que f admet pour limite [ en a (éventuellement par valeurs inférieures ou
supérieures) si f(z) — [ admet pour limite 0 en a.

On note alors :lim f(z) = [ (éventuellement lim  f(z) = [ ou
T—ra T % a
r<a
lim flz)=1)
T —a
r>a

1.2 Opérations sur les limites

Soit f et g deux fonctions.
On désigne par a un nombre réel a, +00 ou —oo.
Soit [ et I’ deux nombres réels.



1.2.1 Somme de fonctions

fin F(2) | i 9(a) |

Tin (/@) + 9(2)) |

r—Q
l U I+7
l 400 400
+00 +00 +00
—00 -0 —00
400 —00 Forme indéterminée

1.2.2 Produit de fonctions

[ T [ J |

Tin (@) < 9(2)) |

l U iw
[#0 ~+o0 sgn(l)oo
1#0 —00 sgn(—1)oo
+00o +00 +o0o
+00 —00 —00
—00 —00 +00
0 +oo Forme indéterminée

1.2.3 Inverse de fonctions

. . 1
25,/ i (75)
T
l#0 -
0 Forme indéterminée

0 par valeurs supérieures 400

0 par valeurs inférieures —00
+o0 0

1.2.4 Quotient de fonctions
f

Pour déterminer la limite de i, on écrit = =
g g

1
et de —, ce qui permet d’en déduire la limite de =.
g g

1.2.5 Composition de fonctions

1
f x =. On détermine alors la limite de f
g

1.3 Limites et ordre

On désigne par o un nombre réel a, +00 ou —oco.

1.3.1 Théoréme d’encadrement

Théoréme des « gendarmes » :
Soit f, g et h trois fonctions vérifiant pour « x voisin de a» : g(z) < f(z) < h(x).
Si de plus lim g(x) =1 et lim h(x) =1, alors : lim f(x) =1.

r—a T—a T—a

Remarque : « x voisin de a » signifie si & = a, « x proche de a», si a = 400 «

suffisamment grand » et si &« = —oco « x suffisamment négativement grand »
Corollaire :
Si pour « z voisin de a», on a : |f(z) — | < g(z) et si lim g(x) = 0, alors :
T—x
lim f(x)=1.
T—Qa

1.3.2 Théorémes de comparaison

Théoréme :
Soit f et g deux fonctions vérifiant pour « x voisin de a » : f(z) < g(x).

Si lim f(z) =1et lim g(z) =1, alors I <V
r—a r—a

Théoréme :
Soit f et g deux fonctions vérifiant pour « x voisin de a » : f(z) < g(x).
- Si lim f(x) = 400, alors lim g(z) = +o0.

r—o T

— Si lim g(z) = —o00 , alors lim f(z) = —oo0.
T T

2 Continuité

2.1 Continuité en un point

Définition : Soit f une fonction définie sur D¢. Soit I un intervalle inclus dans Dy.
Soit a € I.
On dit que f est continue en a si f admet une limite en a et que cette limite est

f(a).

Théoréme (admis) : Soit «, 8 et v trois quantités désignant soit un réel, soit +oo, En pratique : f est continue en a se traduit graphiquement par le fait que la courbe de

soit —oo. f pour z proche de a est obtenue sans « lever le crayon ».
Si lim g(z) = B et si lim f(x) =+, alors lim (fog) (z) =7 Remarque :Si f n’est pas définie en a, f ne peut pas étre continue en a.
T z—f T

Etre défini en a est donc une condition nécessaire pour que f soit continue en a.




2.2 Continuité d’une fonction sur un intervalle On peut traduire cela difféeremment : Soit f une fonction continue strictement mono-
tone sur un intervalle [a; b]. Si f(a)f(b) < 0, alors il existe un unique ¢ € [a; b] tel

que f(c) =0.

Définition : Soit f une fonction définie sur D¢. Soit I un intervalle inclus dans Dy.
On dit que f est continue sur [ si f est continue en tout point de I.

Propriété : La somme, le produit et la composée de fonctions continues sur un http ://www.mathox.net| 2011

intervalle I inclus dans leur domaine de définition sont continues sur I.
Le quotient de deux fonctions continues sur I est continue sur I privé des points
ou le quotient n’est pas défini.

Propriété : Les fonctions polynémes, cosinus et sinus sont continues sur R.

La fonction racine carrée est continue sur [0; +o0l.

Les fonctions rationnelles sont continues sur chacun des domaines ou elles sont
définies.

2.3 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme : Soit f une fonction définie et continue sur I. Soit a et b deux éléments
de I. Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel ¢
compris entre a et b tel que f(c) = k.

Remarque :Autrement dit chacune des valeurs comprises entre f(a) et f(b) est prise au
moins une fois.

Corollaire (dit théoréme de la bijection) : Soit f une fonction continue strictement
monote sur un intervalle [a; b].

Alors pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), 'équation f(z) = k admet une
unique solution dans [a; b].

f réalise alors une bijection de [a; b] sur [f(a); f(b)]ou [f(b); f(a)]

Remarques :
— Ce corollaire est encore valable sur un intervalle I ouvert ou semi-ouvert, borné ou
non.
Dans ce cas f(a) et f(b) deviennent éventuellement lim f(z), lim f(x), lim f(x),
r—a x—b Tr—r+00
lim f(z)

T——00
Par exemple, si I = [a; +o0[ et si mgrfoo f(z) = 400, pour tout réel k > f(a), il existe un
unique ¢ > a, tel que f(c) = k.
— Soit I et J deux intervalles de R. Une fonction f de I dans J est une bijection de I
sur J si:
— tout réel de I admet une image par f dans J;
— tout réel de J admet un unique antécédent dans I.
— Un cas particulier intéressant du corollaire du TVI : Si une fonction continue stric-
tement monotone change de signe sur un intervalle I, alors elle s’annule exactement
une fois sur cet intervalle.
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