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CHAPITRE 08 FONCTIONS PUISSANCES.

1 Fonctions puissances

1.1 Puissances réelles

Introduction : Soit a > 0. Comme pour n entier, Ina™ = nlna, on a par passage a 'exponentielle a™ = e

prolonger I’écriture a™ a n réels.

nlna

. On va

Définition : Soit a > 0. Soit « un réel. On appelle puissance « de a le réel noté a® tel que : a® = e

alna

Remarque : a® > 0.
M 3T — e‘n’ln3’ 127 = 62771n7r,
Remarque : L’écriture a® n’a de sens pour a < 0 que pour « € Z.

Propriété : Soit a > 0 et o € R.
Ona:Ina® =alna.

Preuve : Immédiat

Propriété : Soit @ > 0 et b > 0. Soit « € R et 5 € R.

—a’=1 - a®b™ = (ab)” _a (g)a
1 =1 o (aa)ﬁ _ aaﬁ bg b
a
~ a%aP = a°*P 1 I —go B
_ . — g« aﬂ
aa
Preuve :

7a0:601na:60:1
71a:ealn1:60:1
aaaB _ ealnaeﬁlna _ ealnaJrﬂlna — e(a+,8)lna _ anr,B

a®h® = e lnaea Inb _ e Ina+alnb _ ea(lna+1nb) —_ ealnab _ (ab)a

_ (aa)ﬁ _ (ealna)ﬁ _ eBlneo‘l"a _ eﬁalna _ aaB

_ izizefalna:afa

a® exlna

e 1 e}
- Z—a =a% x o = a® X b~ =a™ x (bil)a = (ab’l)a = (%)

e
- %:aaxiﬁ:aaxa—ﬂ:aa—ﬁ

a a

1 1
N :1 N 5: ilna: ln\/a:
Remarque : Pour o 2 eta>0,ona:a e e Vva

1.2 Etude des fonctions puissances (Hors programme)

Définition : Soit o un réel. On appelle fonction puissance, la fonction f, définie sur R’ par fq(z) = 2

Remarque : Les fonctions puissances s’étudient sans probléme puisque : fo () = 2* =€

alnzx

Propriété : Soit a un réel. La fonction f,, est dérivable sur R7 et fi(2) = ax

a—1

1
Preuve : fo(z) = ™%, do : f, (z) = ae®™? x _=a_—=az

Variations de f, : Soit a un réel.
Si a > 0, la fonction f,, est strictement croissante sur R .
Si a <0, la fonction f, est strictement décroissante sur RY .

Propriété : Soit « et § deux réels.
Si z > 1, alors 2 et 2” sont rangés dans le méme ordre que « et f3.
Si0 << 1,alors 2 et 27 sont rangés dans l'ordre inverse de a et 3.




Preuve : 2 < 27 < e*"? < /"% o glnz < flnz.
Siz>1,1Inz >0, et donc z% < 28 = a < 6.
Si0<z<1,lnz<0,etdonc z* < 2P & a > .
Représentation graphique :
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2 Fonctions racines n-iemes

Propriété Définition : Soit @ > 0 et un entier n > 2 . Il existe un unique nombre strictement positif qui élevé a

la puissance n donne a. Ce nombre est appelé racine n-iéme de a et est noté /a

a € Ry tel que f(a) =a™ =a.
Remarques : 1. Pour n = 2, on retrouve la racine carrée.

1
an, d’ou la propriété suivante :

Preuve : On note f : o+ a™. f est définie, continue et dérivable sur R,. On a : f'(z) = na" . Sur R, la fonction f
est donc strictement croissante, comme f(0) = 0 et liIJIrl f(x) = 400, il existe d’apres le théoreme de la bijection un unique
Tr—r+00
1

2. On a d’apres le paragraphe 1, pour 2 > 0: 2" =a < e""? =g o nlnz =lna < Inz = —lna < Inz = Inan &z =

Va=an.

n

Propriété Soit a > 0 et n un entier tel que n > 2.

1
écriture a” n’a pas de sens pour a nul.

Remarque : L’écriture {/a est définie pour a = 0 alors que I’

ine n-ieéme la fonction définie sur Ry par f,, : z+— {/x ‘

Définition : Soit un entier n > 2 . On appelle fonction rac




Pour I’étude on se référe a ce qui a donc été fait sur les fonctions puissances. A noter que :

Propriété

La fonction racine n-ieme est continue sur R, .

lim ¢z =0et lim {z=+oc0.

z—0 T—400
. 1

. . N ;. . / =

La fonction racine n-ieme est dérivable sur RY et ({/z) = —zn .

n

La fonction racine n-iéme est strictement croissante sur R .

1 1 1
. . - . —Inz n . N . —Inz
Preuve :hrr}) Vr = hr%xn = llr%en = 0= {0, la racine n-iéme est donc continue en 0. De plus z + /7 = en
z— T— z—

est continue sur R* comme composée de fonction continue sur R . D’ou le résultat.
1
. . - . - ln T
lim ¢Yz= lim zn = lim en = +oo.

r—r+00 r—r+00 T—r+00
Pour la dérivée, on applique le résultat des fonctions puissances, idem pour le sens de variation.
1 n—1
Yr—0  —-1 - {/xr—0

Inz
Remarque : =zn =e N et donc lim ———
N A z—=0 x—0

= 400, donc la fonction racine n-iéme n’est pas dérivable
en 0.

3 Etude des fonctions exponentielles

Définition : Soit a > 0. On appelle fonction exponentielle de base @, notée exp,, la fonction définie sur R par :
exp, : ¢ — a”.

Remarques : (i) Si a = 1, exp;(x) = 1 pour tout € R. On suppose donc a # 1 pour la suite.

|
(ii) Soit @ > 0 et a # 1, on appelle fonction logarithme de base a, la fonction notée log,, définie sur R par : log, : x — ln—w
na
Inzx Inz | nat  lgerina I
— — Ina
On a : (exp, olog,) (r) = alna == elna " = "7 = & et (log, oexp,) (z) = 7o = T = TE

Les fonctions exp, et log, sont réciproques I'une de l'autre.
Leurs courbes représentatives sont donc symétriques I'une de 'autre.

Propriété : Soit a > 0 et a # 1. La fonction exp, est dérivable sur R et exp, (z) = (Ina) a*

Preuve : exp,(z) = e*% On pose u(z) = zIna. u est dérivable sur R et v/(z) = Ina. On a : exp, = exp ou qui est donc
dérivable sur R et exp,(z) = exp’(u(z)) x v/(z) = a® x Ina.O]

Propriété :

Sia > 1, la fonction exp, est strictement croissante sur Si a < 1, la fonction exp, est strictement décroissante
R sur R.

Preuve : Le signe de exp, (z) ne dépend que de Ina car a® > 0 d’oit le résultat.C]

Propriété :
Sia>1, xkr}rloo exp,(z) = +oo et zEIPoo exp,(z) =0. Sia<l, ngoo exp,(z) =0 et xEIEloo exp, (x) = +o0.
Preuve : exp,(z) = e”® et
sia>1,lna>0,dou lim zlna=+4+oco0et lim axlna = —oco d’ou le résultat.
T—+00 T——00
sia<1l,lna<0,dou lim zlna=—-ocoet lim zlna = +oo d’ou le résultat.C]
T—+00 T—r—00
Propriété :
Sia>1, Sia<1,
Signe de exp!, (x) + Signe de exp! (=) -
+00 +oo
Variations de exp, _/ Variations de exp, \‘«.\
[ [




4 Croissances comparées

On se limite a la fonction In, la fonction exp et aux fonctions puissances entieres.

Théoréme : Soit n > 1 un entier.
. Inx . "
lim — =0et lim — =0.
rz—+oco ™ r—+oco et

Remarque : Autrement dit, au voisinage de +o0o, 'exponentielle croit indéfiniment plus vite que (autrement dit emporte
sur) la puissance n-iéme d’un nombre et la puissance n-ieme d’un nombre ’emporte sur le logarithme népérien.
Preuve : On pose X =z". Ona: lim X =+4oc0

r— 400
1
. Inx . InXn . 1lnX 1 . In X
Ona lim — = lim = lim —— =—- lim — =0.
T—4oo I X—too X X400 n X n X—too X
< lnx)
z| —14n——
Lot . . ) x . Inx . . Inx
lim ~— = lim e"™%e™® = lim e"M*™% = lim e .Or, lim — =0,dou: lim —-14n—=-1
r—+oo et r— 400 r—+o0o r— 400 r—+oo T— 400 €T

Inzx
] Inx . .ot . i
etdonc: lim x| —-14+n— | = —cc et parsuite: lim — = lim e =0.
x

x— 400 r—+oo eT T— 400

Conséquences :

Inx
(i) lim =0.
rz—+oo er
(ii) Soit n > 1 un entier. lim 2™ Inx = 0.
z—0

(ili) lim a"e *=0et lim z"e®* =0.
Tr——+0o0 T——00

. Inz Inz T . Inz . T . . Inz
Preuve : (i) On a pour z > 0, =—X—.0r, lim — =0et lim —=0dou: lim — =0.
e’ x e’ r—+oco I z—+oo e z—+oo eT

1
(iil) Onpose pour z >0: X = —.Ona: lim X =+oo.

z x—0
x>0
- . . In X
gy etine = Im sy = B xe =0
n
(iii) lim a"e = lim — =0.
T——400 r—+oo e’
En posant X = —z. Ona: lim X = +o0.
xr—r—00
Dot: lim 2" = lim (—X)%e X = lim (-1)"X"e X = (-1)" lim X"e X =0.0
T——00 X —4o00 X =400 X —+4oc0

Théoreme : Soit P un polynéme de degré n.

P
lim (z) =0et lim P(x)e* =0
T——00

z—+oo ev

Preuve : Soit n le degré du polynéme. On factorise par ™ et on applique le théoreme précédent.[]
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